TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Medida generada por una funcién de distribucién
conjunta

Introducciéon

Dado un espacio de probabilidad (£2,, P) y n variables aleatorias reales Xi,...,X,, se
define su funcién de distribucién conjunta F, . x, : R" — R de la siguiente manera:

FX17_._7X"(ZE17 ce ,l’n) = P[Xl S 'TleQ S Xy ... aXn S In]

Una familia de variables aleatorias X, ..., X,, puede verse como la funcién de €2 en R" que
asigna a cada w € 2 el vector (X;(w),...,X,(w)); de esta forma, podemos decir que las
variables aleatorias forman un vector aleatorio (X7,...,X,).

Una funcién de distribucién conjunta tiene propiedades similares a las de la funcién de
distribucién de una sola variable aleatoria.

Teorema 1.

Proposicién 1. Sean X, ..., X,, n variables aleatorias y Fx, ... x, su funcion de distribucion
conjunta, entonces, para cada (Ty,...,Tj—1,Tji1,...,Tn) € R"1 se tiene:

1. La funcion x — Fx,  x,(®1,...,%j_1,%,Zj+1,...,T,), definida sobre R, es no de-

creciente y continua por la derecha.
2. limy oo Fixy o x, (@1, o 21, 2,841, ., T)
= FX177---7Xj—17Xj+17---7Xn(‘Tl? sy =1, Tl - - - ’xn)

3. hmx_>_00 FX1 77777 Xn(flfl, ey L1, Ly Ljq1y - - - ,In) =0
Demostraciéon
1. Sean z € R y (ym)men una sucesién monotona decreciente tal que lim, .oy, = =z,
entonces:
Mmoo Fixyoox0 (T1, o3 521, Yimy Tjtds - - T

= Hmmﬂoop [Xl S T1y... ,Xj,l S xjflan S ym;Xj+1 S xj+1, Ce 7Xn S ZL‘n]
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=P [Xi <o, Xjo1 <2521, Xj < Yo Xjn < zjpa,. .., Xy < 2y))
=P[Xi<zy,...,Xjo1 <o, Xj <2, Xjp1 <zjgr, .., Xy < 1)

=Fx, x,(T1, 0 B0, T, T, - o, T

2. Sea (Ym)men una sucesion creciente tal que 1im,, ., ¥, = 00, entonces:
limy, oo P[ X7 < 21,000, X510 <2520, X < Y, Xj1 < @jpa, -, Xy < 1)
=P(Uy [ Xi <y, X <20, X S Yy X S @y, -, X S 1))
=P[Xi<uzy,...,Xjo1 <200, X; e R X <zjpq, .., Xy < 2

= Iy X1, X1y X (TLs o T 1, Ty, - oo Ty

3. Sea (Ym)men una sucesion decreciente tal que lim,, ., ¥, = —00, entonces:
Iy, oo P[X7 < 21,0, Xjo1 <1, Xj < Yo Xjp1 <@g, Xy < 2
=P i [Xi <o, Xjo1 <251, Xj < Yy X1 < @jpas .o, X < a))

~ P[] =0

Las condiciones de la proposicién anterior no son suficientes para que una funcién F' sea una
funcién de distribucién conjunta. En efecto, consideremos, por ejemplo, la siguiente funcién:

0 siz<06y <0
Flr,y)=¢ v+y siz+y<1l,2>0,y>0
1 siz+y>1,2>0,y>0

Esta funcién tiene las propiedades siguientes:

1. Para cada y € R, la funcién x — F(z,y) es no decreciente y continua por la derecha
y lim, . F(x,y) =0.

2. Para cada = € R, la funcién y — F'(x,y) es no decreciente y continua por la derecha
y lim, o F(z,y) = 0.

3. Las funciones G : R +— [0,1] y H : R + [0, 1], definidas por G(y) = lim, .., F'(z,y)
y H(xz) = lim, . F(x,y), respectivamente, son funciones de distribucién en una
variable.

Sin embargo, F' no es una funcién de distribucién conjunta de alguna pareja de variables
aleatorias X, Y. En efecto, si lo fuera, se tendria:



P[X <z =lim, . Fxy(z,y) = { :iig

PIY <] =lim, e Fry(a,1) = { M

Asi que, P[X =0]=P[Y =0] = 1.
Por lo tanto, se tendria P [X =0,Y=0=1
Pero, P[X =0,Y = 0] < F(0,0) = 0, lo cual es una contradiccién.

Lo que le hace falta a esta funcién F' para que sea una funcién de distribucién conjunta
es que, si la utilizaramos para calcular la probabilidad de que la pareja X,Y tome valores
dentro de un rectdngulo, esa probabilidad tendria que ser no negativa cualquiera que sea el
rectdngulo que se tome.

Véamos entonces cémo podemos determinar si una funcién en n variables es una funcién de
distribucién conjunta.

Definicién 1. Una celda en R™ es un conjunto de la forma Iy X --- X I,,, donde Iy,--- , I,
son intervalos en R.

Definicién 2. Si R =1, X --- x I, es una celda en R™ y ay,by,...,a,,b, son los extremos de
Iy, -, I,, respectivamente, los intervalos I, serdn llamados los lados de la celda y los puntos
del conjunto Via, by,..anpn) = 1(@1,-..,2n) : & € {ag, by} para toda k} seran llamados sus
vértices.

Definicién 3. Una celda del tipo (a1,b1] X -+ X (an, by serd denotado por R, p,....anbn) Y
(k)

(b1 o) denotard al conjunto:

{(z1,-++ ,x,) 1 ® = a; para k indices i y x; = b; para el resto de indices}.

Obviamente, Via, br.....anbn) = Ureo a1,b1, anbn)-
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Teorema 2. Sean X1,...,X, n variables aleatorias y (ay,b1] X -+ X (an, by] una celda de
R™.

Entonces, para cualquier A € ¥, se tiene:
P([al < X Sbl,"' , Qn, < X, < bn}ﬂA)

- Zk O Z{ ,xn)ES(k) . )} P([Xl S Ty, - 7Xn S l’n] N A)

(a1,61,--mram,
Demostracién

Para n =1 se tiene:

P(lag < Xi <hNnA)=P((X1 <N A) —P([Xy <aq]NA).
Asi que la relacién se cumple en este caso.

Supongamos que el resultado es valido para n = k. Entonces, dada cualquier celda (a;, by] X
- X (g1, brr1] y cualquier evento A se tiene:

P(lar < X1 <by,- o aps1 < Xpg1 < bppr| NA)

=P(a; < X1 <by, a0, < X, <bpy X1 < b1 NA)
—P (a1 < Xy <by, a0, < X, < by, Xpg1 < app1| NA)
=(Play < X1 <by, a0, < X, < b ] NAN [ X1 < byga])

—(Plar < X7 <by,--+,a, < X, <b,]NAN[X11 < anpa])

- Zk O Z{ ,~~~,acn)€S((k) , . )} P([Xl < Ty, :Xn < wn] NAN [Xn+1 < bn+1])
1,07, an,bn

— > kol Z{ o an)es®) | . )} ([Xi <@q,- X S 2 NAN [ X1 < angal)
al I EEEET) an,on

(k)

L1, T es
( 1 ’ n+1) (alablv”aanﬂ—lﬁbn-ﬁ—l)

= S (—1)k Z{ }P([Xl <y, Xpgr <@g NA)

Asi que, por el principio de inducciéon matemadtica, el resultado es vilido para cualquier
n € N.

Corolario 1. Sean X1,..., X, n variables aleatorias y (ay,b1] X -+ X (an, b,| una celda de
R"™. Entonces:

P([a1<X1§b17"' uan<Xn§an

- Zk=0< 1) Z{(.’m,...,xn)es(k) bn)} FXl ----- Xn (331, ,$n)

(a1,b1,..0y an,



5

Corolario 2. Sean Xi,..., X, n variables aleatorias y Fx, . x, su funcion de distribucion
conjunta, entonces:

>heo(—1)" z{(m,.l. n)€SH)

(a1,b1,.-+, an,

) Fx,,..x, (X1, ,2,) >0
bn)
para cualquier celda (ay,bi] X -+ X (an, by).

Para la continuidad por la derecha, se tiene el siguiente resultado, més general que el enun-
ciado en la proposicion 1:

Teorema 3. Sean Xi,..., X, n variables aleatorias y Fx, . x, su funcion de distribucion
conjunta, entonces:

1il’n'rn—n)o FXI,...,Xn (xl + 6§m)7 o, Ty + 62771)) - FXl,...,Xn (ZUl, e 7xn)

para cualquier vector (r1,--- ,x,) € R™ y cualquier sucesion (<5§m), e ,5%’”))) que
meN

converja al vector 0 € R" y tal que 5§m), e ,5;’”) sean niumeros reales positivos.

Demostracion

Sea <<5§m), e 5nm)>) _,; ma sucesién que converge al vector 0 € R™ y tal que (5§m), e, 8tm)

son nimeros reales positivos. Entonces, para cualquier k € {1,2,...,n}, se tiene:

HIm, oo 607 = 0
Asi que, para cada k € {1,2,...,n}, existe una subsucesion <5§€mj )> , de la sucesién
jEN
(6,(:1)) , la cual es decreciente.
meN
Por lo tanto:
limm_)oo FXI,---,X'IL (ml + (5:(lm)7 e e ’l'n + 5&:’1))
= 1m0 F ( 5m) L 5<mj>)
- j—oo L' Xq,...,Xn T + 1 9 y Ty + n

= lim;_ . P ([Xl <z + 5§m,-)’ X, < a 57(1mj)]>

:P<ﬂ;i1 [Xl < x1+5§mf),...,Xn an+5$lmj)]>
=P (X1 <z1,...,X, <))

== FX17...,Xn (xla e 71:71)
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Definicién 4. Paran € {2,3,...}, diremos que una funcion F : R™ — R es una funcién de
distribucion en n variables si satisface las siguientes propiedades:

n k
L) ko(=1) Z{(ml’...@n)es(k) - F(ay,,m,) 20

(a1,b1;..,an,
para cualquier celda (ay,by] X -+ X (ap, by).

2. lim,, ... F <z1+5§’”),... 7xn+5;m>) — Pz, @)

para cualquier vector (xy1,- -+ ,x,) € R" y cualquier sucesion <<5§m), e ,5517”))) .
me
que converja al vector 0 € R™ y tal que 5§m), e ,55{”) sean numeros reales positivos.
3. lm, oo F(21, ..., 21,2, Tj41,...,Zp) =0
para cualquier (1, ...,Tj 1,Tj41,...,T,) € R"L
4. Para cada (x1,...,%j-1,Zj11,-..,Ty,) € R" el limite
lm, oo F(@1,. .., Tjo1, 2, T4, ..., Tp)
existe y la funcion G : R"~! — R definida por:
G(T1, . Tjo1, Tjg1s -, Ty) = My oo F'(21, .0, 2521, T, Tjg1, - -, Tny)

es una funcion de distribucion en n — 1 variables.
o. h,m(xl,---,zn)a(oo,...,oo) F (:L‘l, tee ,wn) =1

Construccion de la medida generada por una funcién de
distribucién en n variables

El proceso para construir la medida generada por una funcién de distribucién en n variables
es similar al que seguimos para construir la medida generada por una funcién de distribucién
de una variabler aleatoria.

Definicién 5. Sia,b € RU{—o00,00} y a < b, definimos (a,b| de la siguiente manera:

_f (a,b] sibeR
(a,b\—{ (a,b) sib=o0

Sea C la familia de celdas del tipo (aq,b1| X -+ X (a,, b,|, agregando al vacio como parte de
la familia.

Definicién 6. Sea F': R" — R una funcion de distribucion en n variables.

Si (T1,. ., Tj_1,Tj11,- -, Tn) € R definimos:

F(x1, .. 021,00, Tjt1, s Tp) = MMy oo F(@1, .., Tj1, 2, T4, - .., Tp)

F(x1,...,2j-1,—00,Zj41,...,%,) =0



Con estas convenciones, se tiene que:

Zk 0 Z{ 2n)es™

(a1,b1,..-s an,

} Fx, . .x,(x1,-- ,2,) >0
bn)

para cualquier celda (ay,by| X - -+ X (ap, b,| € C.

Los pasos a seguir para construir la medida p generada por una funcién de distribucién en
n variables I, son los siguientes:

1. Se define la medida pp para los elementos de C.

2. Se demuestra el resultado central que permite extender p a una o—élgebra de subcon-
juntos de R, el cual consiste en los siguiente:
(e

una coleccién infinita

Sea R = (ay,b1| X -+ % (an,bp| € Cy R = (agi),bgi) X -
de elementos de C tales que R C |3, R, entonces:

pr(R) <32 i (R(i))

3. Se extiende pp a una familia A de subconjuntos de R™ que forman un dlgebra A de
subconjuntos de R".

4. Utilizando el resultado central que permite extender p, se demuestra que pp tiene la
siguiente propiedad:

Si Aq, As, ... es una coleccién infinita numerable de elementos de A, ajenos por parejas, no
, 0.)
vacios y tales que |, A, € A, entonces:

pr (UnZy Ai) = 22000 pe (An)

5. Como corolario, se prueba que, dada cualquier coleccién infinita Aq, As, ... de elementos
de A tales que |7, A, € A, entonces:

P (Ut An) < 3202 pp(An)

6. Se define la medida exterior de cualquier subconjunto de R™.

7. Se caracteriza a los subconjuntos de R™ para los cuales se puede definir su medida, ddndoles
el nombre de conjuntos medibles y asigndndoles como medida p; su medida exterior.

8. Se demuestran algunas propiedades de la medida exterior previamente definida.

9. Se prueba la o—subaditividad de la medida exterior.
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10. Se muestra que cualquier elemento de A es medible.

11. Se demuestra que la familia S de los conjuntos medibles forma un dlgebra de subcon-
juntos de R".

12. Se prueba que 5, definida sobre S, es finitamente aditiva.

13. Se demuestra que la familia Sz de los conjuntos medibles forma una o—4&lgebra de
subconjuntos de R".

14. Se prueba que pp, definida sobre Sp, es o—aditiva, con lo cual habremos demostrado
que es una medida definida sobre una o—4&lgebra de subconjuntos de R".

PASO 1. Definamos pp (0) =0y, si R = (ay,b1| x -+ x (ay, b,| € C, definamos:

( ) Zko Z{xl &

S(k) bn)} xla y & )

" (aq1,b1,...y an,

PASO 2. Demostracion del resultado central que permite realizar la extension de i p.

Lema 1. Sea R = (ay,b1| X - -+ X (an, by| € C. Para cada intervalo (a;, b;| consideremos una
particion:

Pi:{ai—c(())<c§l)<---<c%:bi}

Entonces:
R == : R n n
o ()= Zictm e (R .t i)
Demostracién
Las particiones P; parten la celda R en m;y---m, celdas de la forma (cﬁlb cﬁ) X e X
<c§n)_1, ;n) y se tiene:
1 (n)  (n)

<a1)b1| X oo X (anybn| - Ujie{l,,,wmi} ( 51) 17051) X oo X (Cj:_lvcj:

Denotemos por V(C D0 (n)> al conjunto de vértices de la celda (cﬁ)_l, cﬁ) X oo X
§1-1C%1 G =15,

<c§")_1, ¢ ‘ por S a la sumatoria:



Sy ES(k)
(a8 m oy

J1—=1"791 77" In—=1"n

2 et mi) EZZO<—1>kZ{ }F(fb’l;“' ) Tn)

y por S’ a la sumatoria:

ZZ:O(_l)k Z{(zL...’mn)ES(k) . )} F (x17 e ,fL‘n) = Up (R)

(“11}71 77777 an,,

Sea (x1,-+- ,x,) € V(c(l) D C(n)), entonces cada coordenada z; es un elemento de la
J1—17"91 7 in—1""jn

particiéon P;.

Six; = cgi) € P, —{a;,b;}, entonces (z1,--- ,x,) es vértice de una celda cuyo i-ésimo lado

(i) () iy - A (@) ()
es <cj_1, ¢;’| y también es vértice de una celda cuyo i-ésimo lado es (¢;”, ¢; 4
que F(z1,--- ,x,) aparecerd en la sumatoria S dos veces, una con signo positivo y otra con

signo negativo, canceldndose.

, de manera

Por lo tanto, los inicos términos de la sumatoria S, que no se anulan, son aquellos para

los cuales z; € {a;,b;} para toda i € {1,...,n}, es decir, (z1,---,z,) € S, para alguna

ke {0,...,n}.

Cuando x; = a;, entonces el punto (xy,--- ,x,) es vértice de una celda cuyo i-ésimo lado es

(ai, cgz) , mientras que cuando z; = b;, entonces el punto (xy,--- ,x,) es vértice de una celda

cuyo i-ésimo lado es (cffl)ﬁl,bi . Por lo tanto, si (zq,---,x,) € Sk, entonces (1, ,x,) €

Szizl) D c(">) para alguna coleccion (ji,. .., Jjn), asi que F'(zq,--- ,x,) aparece en la
31— " Cin =1

sumatoria S y en la sumatoria S’ con el mismo signo. Es decir, S = 5’.

Proposicién 2. Sea R = (ay, bi|x - -+ % (an, by| € C y R = (agﬂ,bgﬂ) XX (a,ﬁﬂ'),b,({) eC

una coleccion finita de celdas, ajenas por parejas, tales que R = U;":l RY) | entonces:

pr(R) = Z;ﬂzl Hp (R(j))

Demostracion
Para cada i € {1,...,n}, los puntos al(-l), bgl), . ,agm), bl(-m) constituyen una particiéon del
intervalo (a;, b;|.
Este conjunto de particiones parte cada celda RY) en subceldas jo ), e ,Rg ). Por el lema

1, se tiene:
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 (R9) = i e ()
Ademds, R = ], Uy, RY.
Asi que, nuevamente, por el lema 1:

i (R) = 27y Sy e (BY) = S0y i (R9)

Corolario 3. Sea R = (ay,by| x --- X (an,b,] €C y RVY) = <a§j),b§j) cc

una coleccion finita de celdas tales que R C U;nzl RU) | entonces:

pr(R) < Z;nzl Hp (R(j))

(a2, 89

Demostracion

Para cada 7 € {1,...,n}, los puntos a;, bl,agl),bZ ,...,agm),bgm)

de un intervalo (¢;, d;|.

constituyen una particiéon

Este conjunto de particiones parte cada celda RY) en subceldas jo ), e ,Rg ). Por el lema
1, se tiene:

F(R(j)) Zk 1NF< U)

El conjunto de particiones definido antes también parte la celda R en subceldas Ry, ..., R;,
asi que, nuevamente por el lema 1, se tiene:

pr (R) = Zi=1 o (Ry)

Por otra parte, como R C |J-, RU)| cada celda Ry, coincide con una celda, R,(j) para alguna
j y alguna k', por lo tanto:

r(B) = Yy s (Re) < S0 Sy i (BY) = S0y e (RO)

Teorema 4. Sea R = (ay,by| X --- X (a,,b,| € C y R = <af) b eC

una coleccion infinita de celdas tales que R C |52, R®, entonces:

pe (R) < 3572 e (RV)

. X <ag),b(l)

Demostraciéon

Para cada i € N y cada ¢; > 0, definamos, para k € {1,...,n}:



- _{ b+, sib? eR
i

b,(j) si b,(f) = 00

Consideremos la celda:

R, = (ag@, &% |

X (a,(l),d‘si

n

la cual contiene a R®. Se tiene entonces:
Hm5i—>0 HEr (R(SL)

= limy, o 355 _o(—1)" Z{
o)

(@1, )€ _ _
T (a1 ,d‘lsz ,,,,, an,d(snz)

= ol Z{ )es® bn)} (1, ,xp) = pp (R(i))

(a1,b1,--, an,

Dada ¢ > 0, existe entonces d; > 0 tal que:
F(Rs;) — wp (R(i)) <5
Por otra parte, si 6 > 0, definamos, para k € {1,...,n}:

ap +90 sia,€R
Ck,o = 1 : _
—5 sl a = —00

L[ osieR
R = T osiby =00

Consideremos la celda:

Rs = (c15,d1s| X -+ X (Cns, dns|
Entonces:
lims o ptp (Rs)

= im0 > _p_o(—1)" Z{

(k)
(Clﬁé’dl,é **** Cn,&*dn,é)

$1, ) = HUFp (R)

(-'El"" ,mn)ES

}F(-’Bl,---,xn)

= ZZ=O< Z{ 3317 7$n)es

Tomemos § > 0 arbitraria, entonces:

(al by,-.es an, )}

Rs Clers,dig] X -+ X [ens, dns] € U, (a?),df)) X

.><<

all,

i)

11
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Asi que, por el teorema de Heine-Borel, existe una coleccién finita, (agil),dgil)> X e X
(agl),dgl)> e <a§im),d§im)) X oo X (a,(fm),d,(fm)>, tal que:

Rs C [Cl,5vd1,5] X X [Cn,57dn,5] - U;n:1 (ag%)’dg%)> X X ((Is«f]),drf«f])>

cu, (agn, 4] . x (a;if),d;”’ = UL Rs,,

Asi que:
pr (Rs) < Z;nzl Hp (Réi]) <> i tp (Rs,)

<Yy [MF (R(i)) + 23] =Y i (R(i)) +e

Y, como € > 0 es arbitraria:

pr (Rs) < Zfil K (R(i)>

Finalmente, tomando limites cuando 6 — 0, se obtiene:

pr(R) <372 i (R(i)>

PASO 3.

Sea A la familia de conjuntos de la forma U;nzl Rj, donde m € Ny Ry,..., Ry, son celdas
en C, ajenas por parejas. Para cada A = UT:1 R; € A, definamos:

pp(A) = Z;nzl pp (1)
A es un dlgebra de subconjuntos de R”.
Mostremos que p estd bien definida; es decir, que si A se puede expresar de diferentes

maneras como una unién finita de intervalos en C, ajenos por parejas, se obtiene el mismo
valor para pp(A).
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Proposicién 3. Sean R1,..., R, y RV, ..., R'™ dos colecciones finitas de celdas en C, tales
que Ry, ..., Ry, son ajenos por parejas, RV, ... R(™ son ajenos por parejas y Ule R, =
U;nzl RU).
Entonces:

Z?:l pp () = 27:1 HF (R(j))

Demostraciéon

Para cada i € {1,...,k} y j € {1,...,m}, definamos jo) = R; N RY. Entonces, como
UL, R = Uiz, RU), se tiene R; = Uiz, RZ(]) y RO =Jr REJ), asf que:

pp () = 27:1 HE (Rz(j)>
Hp (R(j)) = Zf:l HE <R§j)>

Por lo tanto:

Zle pr () = Zle Z;nﬂ 293 (Rz(j)> = 27:1 Z?ﬂ KR (Rz(j)) = Z;n:1 20 (R(j))

]
Obviamente la funcién pp : A — R es no negativa y finitamente aditiva.
PASO 4.
Teorema 1. Si A, As, ... es una coleccion infinita numerable de elementos de A, ajenos

por parejas, no vacios y tales que | J;- A; € A, entonces:
pe (U2 Ai) = 2272, i (A3)
Demostracion
Por un lado, como A = J;2, 4;, A es una unién infinita numerable de celdas Ry, € C.

Por otro lado, como A € A, A es una unién finita de celdas (a1, b1| X -+ X (a,, b,| € C.

Sea A =J7L; RY), donde RY) = <a§j), b7

X +ee X <a51j),b$1j)

Para cada j € {1,...,m} y k € N, definamos R,(gj) = R, N RY. Entonces, como U;nzl RU) =
Ur B, se tiene Ry = U2, R,(cj) y RY =2, R,(j), asi que:
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pp (A) = Z;nﬂ HE (R(j)) < ZT:1 220:1 HE (Rl(fj))

= S e (BY) = S e (Re) = 535 i (As)

Ademds, como pp es finitamente aditiva y A D Ule A; para cualquier £ € N, se tiene
pp(A) > Zle pp (A;) para cualquier k € N, asi que:

pr (A) = 3255 e (Ai)

Por lo tanto:

%53 (A) = 221 HE (Az)

[
PASO 5.
Corolario 4. Si Ay, As, ... es cualquier coleccion infinita de elementos de A tales que
Ui;e, 4i € A, entonces:
pp (Uisy Ai) <5272 pp(Ad)
Demostracién
Para cada m € N, sea B,, = A,, — U;;l A;, entonces los conjuntos By, By, ... son ajenos
por parejas y | -, By = U=y Ai, asi que:
pp(Uisy Ai) = U=y Bin) = 2oy e (Bim) < 32070 pp(As)
[
PASO 6.
Definiciéon 7. Diremos que una coleccion finita o infinita numerable Ay, A, ... de elementos

de A es una cubierta de un conjunto A C R™ si A C [J; A;.

Definicién 8. Se define la medida exterior, u (A), de un subconjunto A de R", mediante la
relacion:

i (A) = inf {Z] pp(Aj) : A1, Ag, ... es cubierta de A}



PASO 7.

Definicién 9. Diremos que un conjunto E C R™ es medible si p,(A) = p (ANE)+p, (ANE®)
para cualquier subconjunto A de R™. Ademas, en este caso, se define pp(E), como la medida
exterior de E.

Denotaremos por S a la familia de conjuntos medibles.
PASO 8.
A continuacién veremos algunas de las propiedades de la medida exterior que hemos definido.

Se puede ver inmediatamente que Si A y B son dos subconjuntos de R” tales que A C B
entonces p,(A) < p.(B).

Proposicién 4. Si A € A entonces i, (A) = up(A).
Demostracién

Sea A€ Ay Ay, Ay, ... una cubierta de A, entonces A; N A € A para cualquier elemento A,
de la cubierta y Uj (A;NA) = A € A; asi que, por el corolario 4:

pr(A) = pp(U; (A0 A) <325 np(A; N A) <305 nx(4;)

Por lo tanto, como esto ocurre para cualquier cubierta de A, pp(A) < p.(A).

Por otra parte, como A es una cubierta de ¢l mismo, se tiene p (A) < pp(A).

ASi que, Ne(A) = H’F(A)

Corolario 5. i, (A) <1 para cualquier subconjunto A de R™.
Demostracion
Como R™ € A, se tiene:

pe(R") = pp(R") =1

Asi que, para cualquier conjunto A C R", se tiene:

te(A) < p(R") =1
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PASO 9.

Proposicién 5. Si (Ay,),,cy €5 una sucesion de subconjuntos de R", entonces:
te Umzi Am) < D201 1e(Am)
Demostracion

Dada € > 0, para cada conjunto A,,, sea A&P, Ag), ... una cubierta de A,, tal que:

30 (AR < pe(An) + 55
La familia de conjuntos AY) forman una cubierta de U,,, Am, asi que:

fe (U Am) < 3000 32 (AR <500 [1e(Am) + 5] < S tte(An) + €

Es decir, i, (U,, An) <>, te(Ay) + € para cualquier € > 0. Por lo tanto:

He (Um Ap) < Zm fe(Am)

A la propiedad de la medida exterior, demostrada en la proposiciéon anterior, se le llama
o—subaditividad.

Obsérvese que, por esta propiedad, se tiene:
pe(A) < pe(ANE) + p(AN EF)

para cualquier par de conjuntos E' y A, de manera que para demostrar la medibilidad de un
conjunto E tnicamente es necesario probar la otra desigualdad.

PASO 10.

Proposicién 6. Todo elemento de A es medible.
Demostracién

Sean F € A, A cualquier subconjunto de R™ y Ay, As, ... una cubierta de A, entonces, para
cada A,,, los conjuntos A,, N E'y A,, N E° pertenecen a A y se tiene:

(AN E) < pe (U, An) N E) = e (U, (A N E))
< Zm fe(Am N E) = Zm pp(Am N E)
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1 ANE) < g1, (Upp Am) O B) = 1, (U (A 0 E))
<5 (A ) = X, (A 0 E9)
Asi que:

fe(ANE) + p(ANE) <3, np(An NE) + 32, pp(An NES) =37, 1p(Am)

Finalmente, como lo anterior es valido para cualquier cubierta de A, se puede concluir que:

pe(ANE) + pe (AN E) < pi(A)

PASO 11.

Proposicion 7. La familia de conjuntos medibles forma un dlgebra de subconjuntos de R™.
Demostracion

Que el conjunto R™ es medible, asi como que el complemento de un conjunto medible es
medible, son resultados obvios.

Sean F, y F5 dos conjuntos medibles y A cualquier subconjunto de R™. Se tiene entonces:
fre (AN (E1U E3)) + p (AN (E1 U E)°)

=t (AN Ey) U (AN E N Ep)) + p, (AN EY N ES)

< (AN Ey) + p (AN EY O Ey) + pe (AN EY N ES)

=t (AN Er) + i (AN EY) = pe(A)

Asi que, Fy U Ey es medible.

PASO 12.

Proposicién 8. La funcion que asigna a cada conjunto medible E su medida, up(E), es
finitamente aditiva.

Demostracion

Sean F, y F5 dos conjuntos medibles ajenos, entonces, como E; U Fy es medible, se tiene:
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p(EyU Ey)) = p((ErU Ey)) 0 Ey) + p((By U Ey) N EY)

= p(E1) + p(Er)

PASO 13.

Proposiciéon 9. La familia de conjuntos medibles forma una o-dlgebra de subconjuntos de

R’n
Demostracién
Sea F1, Es, ... una coleccién infinita numerable de conjuntos medibles ajenos por parejas y

A cualquier subconjunto de R".
Demostremos que i, (A N (U5, EJ)> = > ioy He(AN Ej) para cualquier m € N.

Para m =1 la igualdad es obvia.

Supongamos ahora que la igualdad es valida para m = k, entonces, como Ej; es medible,
se tiene:

p (AN U ED) = e (AN (U B 0 B ) + i (A0 (U E) 0 By
= fte (AN Egir) + 4, (A N (U, Ej)) = e (AN Epn) + 30 (AN E))

= Y0k (AN Ey)

Por lo tanto, la igualdad es vélida para n = k + 1, asf que, por el principio de induccién, lo
es para cualquier m € N.

Ahora bien, como la familia de conjuntos medibles forma un &dlgebra de subconjuntos de R",
para cada m € N el conjunto U;n:l E; es medible, asf que:

() = pe (AN (UL B)) + e (AN (UL B7)°)
= S (AN E) + (AN (U Ey))

> S (AN E) + (AN (U Ey))

Tomando lfmite cuando m — oo y utilizando la o-subaditividad de la medida exterior,se
obtiene entonces:

pe(A) 2 2 1 AN ) + e (AN (U By
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> (AN UL E)) +n (AN UL B)Y)

Por lo tanto, |J;Z, F; es medible.

PASO 14.

Proposicién 10. La funcion que asigna a cada conjunto medible E su medida, pp(E), es
o-aditiva.

Demostraciéon

Sea Fi, Fs, ... una coleccién infinita numerable de conjuntos medibles ajenos por parejas.
Por la o-subaditividad de la medida exterior, se tiene:

MF(U;il Ej) < Z;il 1p(Ej)

Por otra parte, por la aditividad finita de la funcién que asigna a cada conjunto medible su
medida, se tiene, para cualquier m € N:

MF(U;il Ej) > NF(UEL Ej) = Z;L 1p(Ej)
Asi que tomando limite cuando m — oo, se tiene:
:U/F(U;')il Ej) > Z]oi1 p(Ej)

Por lo tanto:

MF(U?L Lj) = Z;; pp(Ej)

Los resultados anteriores pueden condensarse en el siguiente teorema:

Teorema 5. Sea F' : R" — R una funcion de distribucion en n variables. Entonces existe
una medida i, definida sobre una o—dlgebra Sp de subconjuntos de R", la cual contiene a
las celdas R € C y, si R = (ay,b1] X -+ X (ay, by| es cualquiera de esas celdas, entonces:

pr (R) = Zzzo(_l)k Z{(m1,~--,$n)65(k)

(aq1,b1,...,an,

bn)} F(xla T 7xn)

Obsérvese que py es una medida de probabilidad, ya que uy (R") = 1.
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Asi que podemos concluir que una funcién de distribucién en n variables F repre-
senta una medida de probabilidad pp, definida sobre una o—4&algebra Sr de sub-
conjuntos de R", la cual contiene a las celdas R € C. Ademass, si F es la fun-
cién de distribucién conjunta de n variables aleatorias, X;,X,,...,X,, ¥y R =
(az, by] X -+ X (ap, by], entonces:

P([al <X1 Sbl,"' ,dn <Xn Sbn]) :”I‘F(R)
Masds aiin, para cualquier B € G, se tiene:
P[(Xy,Xa2,...,X,) € B] = up (B)
Obsérvese que, al ser Sr una o—4dlgebra que contiene a las celdas en C, se deduce que Sp
contiene a todas las celdas en R", del tipo que sean, ya que, utilizando las operaciéon de unién

numerable, interseccién numerable y complemento, cualquier celda en R" se puede obtener
a partir de celdas en C.



